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ПРО ШВИДКІСТЬ ПАДІННЯ КУЛІ, ЩО ОБЕРТАЄТЬСЯ ТА 
ЗМІНЮЄ МАСУ ЗА ПОКАЗНИКОВИМ ЗАКОНОМ  
 
Знайдена розв’язка рівняння падіння однорідної кулі змінного радіусу із вертикальною віссю обе-
ртання з урахуванням лінійного опору зовнішнього середовища. При показовому законі зміни ра-
діусу кулі в часі перші інтеграли рівнянь руху виражені в елементарних і відомих спеціальних фу-
нкціях, а також досліджені особливості швидкості польоту при дії сили Магнуса. 
 
The equations of fall of a homogeneous sphere of variable radius with a vertical axis of rotation are 
solved in view of linear resistance of external environment. At the indicative law of change radius of a 
sphere in time the first integrals of the equations of motion are expressed in elementary and known special 
functions, and also the features of velocity of flight are investigated at action of Magnus force. 
 
Актуальність теми та постановка задачі. Рух тіл змінної маси, окрім 
ракетодинаміки, має місце в різноманітних технологічних процесах. Це політ 
часток рідких та твердих палив, що згорають [1,2], рух крапель диспергованих 
вогнегасних рідин, які випаровуються у високотемпературному середовищі 
[3], падіння коагулюючих часток в атмосфері [4,5]. Тому вивчення балістич-
них властивостей тіл, які зменшують або збільшують свої розміри і масу при 
польоті, є актуальною задачею, на що в свій час звертав увагу І.В.Мещерский 
[6]. Обертання тіл при польоті їх у газовому чи рідинному середовищі супро-
воджується дією сили Магнуса [7]. Ця сила викривляє траєкторію руху. Тому 
частка, що обертається, не може в загальному випадку рухатися прямолінійно 
навіть при падінні її в гравітаційному полі. Від дії сили Магнуса залежить 
швидкість руху. Її вплив на процес польоту досліджено переважно для тіла 
сталих розмірів і маси [8]. Менш вивченим залишається вплив названої сили 
на рух тіл змінних розмірів, чим змотивована мета цього дослідження. 
 
 
Рисунок 1 – Розрахункова схема 
 
Метою дослідження є вивчення 
впливу сили Магнуса на кінематичні ха-
рактеристики польоту однорідної сфери-
чної частки змінного радіуса в часі. 
Розв’яжемо задачу з урахування сил 
лінійного опору зовнішнього середови-
ща. Такій підхід дозволяє знайти аналі-
тичні розв’язки, які з прийнятною точні-
стю моделюють рух сферичних тіл, які 
швидко обертаються, в нерухомому га-
зовому середовищі. 
Вісь обертання сферичного тіла 
вважаємо вертикальною та спрямованою 
проти вісі OZ координатної системи, що 
показана на рис. 1. 
За вказаної орієнтації вісі обертання проекції сили Магнуса на вісі коор-
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динат можна обчислити за формулами 
yrFmx &ωδπ 33
8= ;   xrFmy &ωδπ 33
8−= ;   Fmz = 0, 
де δ – питома маса газового середовища; ω – кутова швидкість обертання кулі 
радіуса r = r(t); t – час; yx &&,  – проекції лінійної швидкості руху центру мас кулі 
на вісі ox і oy відповідно. 
З урахуванням лінійного опору середовища, в однорідному полі гравіта-
ції, рух тіла маси m = m(t) описується рівняннями 
xrkmxFxm mx &&&&& 2πµ −−= ; 
yrkmyFym my &&&&& 2πµ −−= ;                                          (1) 
.2 mgzrkmzFzm mz +−−= &&&&& πµ   
Тут коефіцієнт 0 < µ < 1, корегує величину реактивної сили, зумовленої 
зростанням маси; g – прискорення вільного падіння; k – коефіцієнт лінійного 
опору середовища; крапка над символом означає похідну за часом t. 
Зростання радіуса кулі підпорядковуємо експонентній залежності ( ) ( )trtrr λexp0== ,                                              (2) 
в якій r0 = r(0); стала λ > 0 – характеризує темп зростання. 
Оскільки маса однорідної кулі, у якої питома маса ρ, пропорційна кубу 
радіуса 
3
3
4 rm πρ= , 
то на підставі (2) 
.331 λ==
r
r
dt
dm
m
&
.                                               (3) 
З урахуванням (3) і проекцій сили Магнуса рівняння руху (1) набувають 
вигляду ( ) x
r
xytx &&&&& αµλρ
δω −−= 32 , 
( ) ,32 y
r
yxty &&&&& αµλρ
δω −−−=                                       (4) 
,3 z
r
zgz &&&& αµλ −−=  
де .
4
3
ρα
k=  
Підкреслимо, що доданки з множником ω визначають дію сили Магнуса, 
з множником µ – дію реактивної сили, а з множником α – дію сили лінійного 
опору середовища. 
Рівняння (4) будемо розв’язувати при початкових умовах: ( ) ϕυ cos0 0=x& ;  ( ) ϕυ sin0 0=y& ;  ( ) 00 zz && = ;  ( ) ( ) ( ) .0000 === zyx        (5) 
де 0υr  – проекція стартової швидкості центру мас кулі на горизонтальну пло-
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щину; φ – кут, який ця проекція складає з віссю ox ; 0z&  – проекція стартової 
швидкості на вертикальну вісь.  
 
Дослідження руху кулі, маса якої зростає. Для знаходження першого 
інтегралу третього рівняння системи (4) введемо нову змінну ( )tzu &= . Тоді рі-
вняння для вертикальної проекції швидкості набуває вигляду  
.3
0
gue
r
u t =


 ++ −λαµλ&                                           (6) 
Його окремим розв’язком, при початковій умові (5), є вираз  ( ) ( )[ ]{ }×−−−= ttptz µλλ 31expexp&  
( ) ( ) ( )[ ] ,,3,3exp30  −Γ−−Γ+× − ppeppgz t µµλ λµ&                         (7) 
де ,
0λ
α
r
p =  Γ(−3µ,pe−λt) – неповна Гамма-функция. 
Розглянемо окремі випадки:  
1) Коли µ = 0, то 
( ) ( )[ ]{ } ( ) ( ) ( )[ ] ,exp1expexp 0  −−−+−−= − tpeEipEipgztptz λλλ &&  
тобто вертикальна проекція швидкості виражається через інтегральну показ-
никову функцію.  
2) Якщо α → 0, p → 0 то 
( ) ( ) ( )1
3
~,3,3 3
3
−−Γ−−Γ
−− tt epppe µλ
µλ
µµµ  
і замість (7) маємо 
( ) ( ) .
3
3exp
30 µλµλµλ
gtgztz +−


 −= &&  
У цьому випадку легко обчислити вертикальне переміщення центру мас, бо 
( ) ( )[ ] .
3
3exp1
33
1
0 µλµλµλµλ
gttgztz +−−


 −= &  
Загальний розв’язок перших двох рівнянь системи (4) шукаємо у вигляді ( )
( ),sincos
;cossin
21
21
θθ
θθ
ccfy
ccfx
−=
+=
&
&
                                         (8) 
де f(t), θ(t) – невідомі функції часу; c1, c2 – довільні сталі.  
Підставивши вирази (8) у систему (4), після прирівнювання відповідних 
доданків, одержуємо рівняння 
( ) ;
3 f
tr
rf αµ +−= &&   .2 ωρ
δθ =&                                       (9) 
Інтегрування рівнянь (9) приводить до квадратур 
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( )
( ) ;
3exp 


 +−= ∫ dttrtrf αµ
&
  ( ) .2 ∫= dttωρδθ                          (10) 
Для знаходження ω(t), без урахування опору середовища обертанню кулі, 
скористаємось законом збереження кінетичного моменту у вигляді 
05 45 =+ ωνω rrr && .                                             (11) 
Тут 0 < ν < 1 корегує величину реактивного моменту, зумовленого збіль-
шенням радіуса кулі. 
Із (2) і (11) випливає, що 
.5λω
ω −=& .                                                    (12) 
Тому ( ) ( )tt νλωω 5exp0 −= ,                                           (13) 
де ω0 – початкова швидкість обертання кулі. 
Знайшовши інтеграли (10), маємо вирази для проекцій швидкості 
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ],sincos
;cossin
21
21
θθ
θθ
φ
φ
ccety
ccetx
−=
+=
&
&
                                   (14) 
у яких ,3
0
te
r
t µλλ
αφ λ −= −  .
5
2 50 te νλρνλ
δωθ −−=                                                  (15) 
Константи інтегрування c1 та c2 знаходимо з початкових умов (5) 
( ) 


 +−= 00
0
0
1 cossin
cos
0
θθϕθ
ϕυ
φ ctge
c ,  ( ).cos 002 0 θϕυφ += ec  
Тут ,
0
0 λ
αφ
r
=  .
5
2 0
0 ρνλ
δωθ −=  
Якщо врахувати опір, який чинить середовище обертанню кулі, то кутову 
швидкість доводиться знаходити інтегруванням рівняння  
,0
3
1
15
2
=++ ωµωνρωρ bdt
drr
dt
dr  
у якому µв – коефіцієнт динамічної в’язкості повітря або газу, в якому оберта-
ється тіло. 
Із нього при r = r0 exp(λt); ω(0) = ω0 випливає, що ( ) ( ) ( ) ( )[ ],2expexp5expexp0 tqtqt λνλωω −−−=                    (16) 
де .
2
15
2
0r
q bρλ
µ=  
При такій зміні кутової швидкості маємо 
( ) ( ) ( ) ( ) .2exp;1
2
5;
2
55exp
5
exp2 0 

 −+Φ−−−= tqtqt λνννλνλρ
δωθ           (17) 
Значення θ(t) залежить від значень виродженої гіпергеометричної функції. 
Оскільки 
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( ) ,10;1
2
5;
2
5;10exp =

 +Φ= νν  
то при µb = 0 (q = 0) вираз (16) переходить в (13), а вираз (17) – в (15). 
 
Результати розрахунків та їх аналіз. Вивчимо вплив коефіцієнту λ, який 
характеризує швидкість збільшення маси, на проекції швидкості руху центру 
мас тіла за теорію, де враховується опір обертанню кулі. Для цього приймаємо 
такі вихідні дані r0 = 0,002 м; ρ = 1000 кг/м3; δ = 1 кг/м3; φ = 45°; ω0 = 3000 с-1; 
υ0 = 5 м/с; 50 =z&  м/с; µ = 0,5; µb = 1,85 · 10−5 Па · с; ν = 0,3 та різні α і λ. 
На рис. 2 та 3 зображені залежності від часу проекцій швидкості центру 
мас кулі, отримані при α = 10−3 м/с та α = 2 · 10−3 м/с відповідно. Цифрам 1, 2, 
3, 4, 5 відповідають значення 5,1;25,1;1;75,0;5,0=λ с-1. При більшій інтенсив-
ності зростання радіуса (маси) кулі маємо більше спадання швидкості руху її 
центру мас. Внаслідок подвійного збільшення аеродинамічного опору 
(α = 2 · 10−3 м/с, рис. 3) спостерігається зменшення проекцій швидкості руху, 
що відповідає фізичному протіканню процесу.  
Внаслідок зростання радіуса кулі, що обертається, швидкість руху її 
центру мас має екстремум (мінімум) (рис. 4). Для швидкості руху тіла зроста-
ючих розмірів без врахування дії сили Магнуса цей ефект було описано рані-
ше в [9].  
 
       
                       а)                                              б)                                             в) 
Рисунок 2 – Залежність проекцій швидкості від часу при α = 10−3
 
м/с та різних λ > 0 
 
       
                       а)                                              б)                                             в) 
Рисунок 3 – Залежність проекцій швидкості від часу при α = 2 · 10−3 м/с
 
 та різних λ > 0 
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Рисунок 4 – Залежність швидкості руху від часу при α = 2 · 10−3 м/с та різних λ > 0 
 
Дослідження руху кулі, маса якої зменшується. При зменшенні радіуса 
та маси приймаємо залежність  ( ) ( )trtrr λ−== exp0 . 
В такому випадку маємо такі ж розв’язки, як і в попередньому пункті, 
тільки в них зміниться знак перед λ.  
 
Результати розрахунків та їх аналіз. Вивчимо вплив коефіцієнту, який 
характеризує інтенсивність зменшення маси λ на проекції швидкості руху 
центру мас тіла за теорію, де враховується опір обертанню кулі. Для цього 
приймаємо такі вихідні дані: r0 = 0,002 м; ρ = 1000 кг/м3; δ = 1 кг/м3; φ = 45°; 
ω0 = 3000 с-1; υ0 = 5 м/с; 50 =z& м/с; µ = 0,5; µb = 1,85 · 10−5 Па · с; ν = 0,3 та різні 
α і λ. 
На рис. 5 та 6 зображено залежності від часу проекцій швидкості центру 
мас кулі, отримані при α = 10−3 м/с та α = 2 · 10−3 м/с відповідно. Цифри 1, 2, 3, 
4, 5 відповідають значенням 5,1;25,1;1;75,0;5,0=λ с-1. Подвійне збільшення ае-
родинамічного опору (α = 2 · 10−3 м/с, рис. 5) привело до зменшення проекцій 
швидкості руху, що відповідає фізичному протіканню процесу.  
На відміну від випадку зростання радіуса, швидкість руху центру мас ку-
лі, що зменшує радіус, має максимум, а не мінімум [10]. Це відображено гра-
фіками на рис. 7. 
 
       
                       а)                                              б)                                             в) 
Рисунок 5 – Залежність проекцій швидкості від часу при α = 10−3
 
м/с та різних λ < 0 
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                       а)                                              б)                                             в) 
Рисунок 6 – Залежність проекцій швидкості від часу при α = 10−3
 
м/с та різних λ 
 
 
Рисунок 7 – Залежність швидкості руху від часу при α = 2 · 10−3 м/с та різних λ 
 
Висновки. При експонентному законі збільшення радіуса кулі в часі та 
обертанні її навколо вертикальної вісі, з урахування сили лінійного опору се-
редовища, перші інтеграли рівнянь руху виражаються через елементарні та ві-
домі спеціальні функції. Сила Магнуса викривляє траєкторію падіння кулі в 
просторову лінію, але не змінює екстремальних властивостей швидкості па-
діння. 
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